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Berechnet wurde das Stromungsfeld im Spalt zwischen zwei konzentrischen Kugelflachen, von 
denen eine um ihre Achse ro t ier t , fur die schleichende Stromung einer reinviskosen, sich nach d.em 
Potenzansatz richtenden nicht-Newtonschen Flussigkeit. Aus der erhaltenen Losung ist es moglich 
explizite Ausdriicke fur die Verteilung der Schergeschwindigkeil und der Schubspannung abzu-
leiten. Durch Integration der letzteren wurde die Abhangigkeit des Drehmoments von den kine-
matischen und rheologischen Veranderlichen gewonnen. 

Bei Erwagungen iiber die Kinematik und Dynamik schleichender Stromungen um einen in einem 
mit Flussigkeit angefiillten Behalter rotierenden Korper (Abb. la) gehen wir haufig von der 
Analogie mit einer idealisierten geometrisch ahnlichen Situation aus, fur die die interessierenden 
Informationen durch Losung der Bewegungsgleichungen gewonnen werden konnen. Die geo-
metrisch ahnlichste Situation — eine im GefaB rotierende Scheibe oder ein Zylinder endlicher 
Dimensionen1 — sind nur unter gewissen speziellen Bedingungen losbar (z. B. Scheibenrotation 
in einer unendlich ausgedehnten Newtonschen Flussigkeit2). Numerische Losungen ahnlicher 
Probleme3 sind vorlaufig noch unvollstandig, so daB aus ihnen quantitativ nicht einmal der 
EinfiuB der in Frage kommenden Veranderlichen abgeschatzt werden kann. Fiir schleichende 
Rotationsstromungen (bei niedrigen Reynods-Zahlen) wird deshalb bisher gewohnlich die 
Analogie mit der Couette-Stromung zwischen zwei koaxialen Zylindern (Abb. 1 b) herangezogen. 
Ein solches Verfahren wurde fiir das Riihren nicht-Newtonscher Flussigkeiten durch Metzner4 

eingefiihrt und ausgearbeitet. Aus den Abb. l a und 1 b ist ersichtlich, daB diese Analogie im 
gewissen AusmaBe erfolgreich sein kann, und zwar dann, wenn wir uns lediglich fiir die Stromung 
in dem auf der Abb. \a mit A bezeichneten Bereich interessieren; fiir die Beschreibung des (Misch)-
Prozesses in den Gebieten 8 und C ist jedoch eine solche Analogie nicht geeignet. 

Es existiert aber eine hydrodynamische Situation, die vom topologischen Standpunkt aus 
gesehen der auf der Abb. la angedeuteten Situation viel naher kommt und fiir die die Ldsung der 
Gleichungen der schleichenden Stromung einfach abgeleitet werden kann. Es ist dies das System 
mit einer Flussigkeit zwischen zwei konzentrischen Kugelflachen (Abb. 1 c), von denen die innere 
um die (vertikale) Achse 0 = 0 rotiert. Diesem System wurde bisher nur beschrankte Aufmerk-
samkeit vielleicht auch deshalb gewidmet, daB hierfiir keine direkte technische Applikation 
bekannt ist und daB es sich hierbei nicht einmal um eine viskometrische Stromung handelt. 
Bisher sind (exakte) Losungen fiir die schleichende Stromung einer Newtonschen5 und einer 
Potenz6-Fliissigkeit bekannt; die fiir den plastischen (Binghamschen) Korper vorgelegte Losung7 

ist eine Approximation. Auf die Grenzen des Bereichs schleichender Stromung kann aus der 
Analyse der (Grenzschicht)-Stromung bei hoheren Reynolds - Zahlen 8 ' 9 und aus den Studien 
betreffend die sekundaren Stromungen viskoelastischer Fli issigkeiten1 0 '1 1 geschlossen werden. 

Col lec t ion Czechos lov . Chem. C o m m u n . [Vol. 40] [1975] 



Rotation einer Kugel in nicht-Newtonschen Flussigkeiten 47 

In dieser unseren Arbeit wollen wir uns mit dem EinfluB der Viskositatsanomalie vorerst allgemein 
und in der Folge sodann unter spezieller Beriicksichtigung der Eigentiimlichkeiten des rheolo-
gischen Potenzansatzes befassen. 

Die Bewegungsgleichungen einer verallgemeinerten Newtonschen Fliissigkeit (GNF) 
mit veranderlicher Viskositat r] in spharischen Koordinanten (Abb. lc) vereinfachen 
sich fur eine schleichende Stromung infolge Achsensymmetrie und zeitlicher Unab-
hangigkeit nach Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit 

co = v j ( r sin 0) 

in die Form 

dco d2co dco / crj r\ 1 d2co 3 doi 1 dco ( 1 dt] 
4 h r 

or dr2 
+ — — dr \dr rj + • + cotg 0 + 

r d02 r 80 r d6 \rj 
= 0 . 

Die Randbedingungen sind bei konstanter Winkelgeschwindigkeit Q der inneren 
Kugel wie folgt gegeben: 

co = Q fur r = R . 

Fur die ruhende auBere Kugel mit dem Halbmesser R/x gilt sodann: 

co = 0 fur r = Rjx . 

(3) 

A B B . 1 

Die unlersuchten Systeme 
a Riihrer, b Couette-Stromung, c Rota-

tionsstromung zwischen konzentrischen Ku-
gelflachen. 

A B B . 2 

Verlauf der durch die Gl. {16) definierten 
Funktion /(/;) 
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Die nicht-Newtonsche Viskositat rj = t] [ D ] ist eine F u n k t i o n der zweiten Invar ianten 
des Tensors der Deformationsgeschwindigkei ten D 

D = [(dco/dr)2 sin2 Or2 + (dco/dO)2 sin2 6]l/2 . (5) 

Bei der Losung des formulier ten Problems wurden bisher stets folgende Annahmen 
benutz t : entweder ist co eine Funk t ion lediglich von r (Lit.5), oder aber ist die K o m p o -
nente des Spannungstensors T0(p gleich Nu l l 6 ' 7 , was in beiden Fal len zur Folge hat , 
daB die Bewegungsgleichungen in eine gewohnliche Differentialgleichung fiir co oder 
fur Tr(p, mit der unabhangigen Veranderl ichen r, i ibergehen. Die angefi ihr ten Voraus-
setzungen sind jedoch nur fiir die schleichende S t romung einer sich nach dem Potenz-
gesetz r ichtenden Fliissigkeit, bei spharisch-symmetrischen Randbed ingungen fiir 
die Winkelgeschwindigkeit , erfiillt. Eine Losung der entsprechenden gewohnlichen 
Differentialgleichung fiir Tr<p ist selbstverstandlich auch fu r andere Model le des nicht-
-Newtonschen Verhaltens moglich; derart gewonnene Resultate haben allerdings den 
Charakter einer Approximat ion , deren Realitat durch nachfolgende Beglaubigung 
der benutzten Annahme, daB namlich im gesamten Volumen der Fliissigkeit r 0 9 rr(p 

gilt, zweckdienlich zu iiberpriifen ist. In befr iedigendem AusmaB ist diese Relat ion 
gewohnlich bei Systemen erfiillt, die durch Kugelflachen mit sich nahen Halbmessern 
begrenzt sind; in solchen Fal len k a n n die S t romung im Grenzfal l sogar als eine 
viskometrische S t romung angesehen werden. 

Befassen wir uns nun mit der F rage , ' un te r welchen Ums tanden die durch L a m b 5 

benutzte intuitive Annahme erfiillt ist, daB die identisch an den das untersuchte 
System begrenzenden Kugelflachen geltende Beziehung 

dco/dO - 0 (6) 

auch fiir das gesamte Volumen der Fliissigkeit zutrifft . Durch Einsetzen von (6) 
geht die Gl. (2) in die F o r m 

, dco d2co dco (dri r\ „ 
4 — + r — - + — ( — . — 1 = 0 (7) 

dr dr dr \dr r] J 

iiber. Sollte nun der Ausdruck [drj/dr) rjrj eine F u n k t i o n von 6 sein, d a n n ware dies 
ein indirekter Beweis der Ungiiltigkeit der Relat ion (6). Es k a n n aber nachgewiesen 
werden 1 2 , daB dieser Ausdruck keine Funk t i on von 6 d a n n und nur d a n n ist, wenn 

din >?[D]/dln D = cons t . (S) 

gilt, d. h. wenn das rheologische Verhalten der in Frage k o m m e n d e n Fliissigkeit durch 
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eine Viskositatscharakteristik vom Potenztyp 

t] = KDn~x (9) 

beschrieben werden kann. Umgekehrt gilt dann, daB fur eine solche Fliissigkeit die 
Gl. (2) durch Einsetzen von (5) und (9) in die gewohnliche Differentialgleichung 

d2co (3 + n) dco 
n + ^ — = 0 

d r2 r dr 

umgeformt und diese dann einfach durch Herabsetzung der Ordnung und Separation 
der Veranderlichen gelost werden kann. Die Randbedingungen (3) und (4) legen die 
Losung — die Winkelgeschwindigkeit als Funktion von r — wie folgt fest: 

co = Q[(rlRY3'n - x3/n]/[ 1 - %3/n] . (11) 

Eine weitere wichtige GroBe, die eine direkt meBbare dynamische Einwirkung der 
Sfromung vorstellt, ist das Drehmoment, gegeben als Integral 

M = 2 7 r J | T r 9 | l r = R ^ 3 s i n 2 0 d 0 , (12) 

in dem die entsprechende Komponente des Spannungstensors an der Wand durch 
die Beziehung 

^|r=R = rilD^R sin I (13) 
Or |r = R 

gegeben ist. Mit Ausnutzung der Beziehungen (5), (9) und (ll) kann statt (12) konkret 

M/(KQnR3) - 2 7i(3/n)n (1 - x 3 / n ) ~ n | (sinO)2 + n d 0 (14) 

geschrieben werden. Die Losung fur x = 0 leitete unlangst in dieser Form Kelkar 
und Mitarbeiter6 ab; die Beziehung (14) kann mit Yorteil noch weiter in die Form 

Ml(KQnR3) = 8 nf(n)l(l - x3,n)~n (15) 

umgestaltet werden, wobei der Verlauf der Funktion f(n), definiert wie 

f(n) = 7t1/2/4(3/tt)n r[(3 + «)/2]/r[(4 + n)/2] (16) 

(10) 
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in der Abb. 2 veranschaulicht ist. Fur eine Newtonsche Fliissigkeit betragt ihr Wert 
/ ( l ) = 1, fur eine unendlich pseudoplastische Fliissigkeit ist dann / (0) = njS. 

AbschlieBend kann zusammengefaBt werden, daB eine Verteilung der Geschwin-
digkeiten bei der Rotation einer Kugel in einer in einem konzentrischen KugelgefaB 
enthaltenen nicht-Newtonschen Fliissigkeit aufgefunden wurde. Die Losung der Gl. 
(10) kann in einfacher Weise auch fur andere Randbedingungen modifiziert werden, 
deren allgemeinster Fall die Rotation beider Kugelflachen mit unterschiedlichen 
Geschwindigkeiten ist. Durch dieses Beispiel konnte wiederum die spezielle Stellung12 

des rheologischen Potenzansatzes in der Hydrodynamik nicht-Newtonscher Flussig-
keiten belegt werden: nur der Potenzansatz fiihrt zu einem hoheren Grad der Ahnlich-
keit des Geschwindigkeitsfeldes und ermoglicht hierdurch die Uberfiihrung der 
Bewegungsgleichungen in eine gewohnliche Differentialgleichung. Auf Grund der 
topologischen Ahnlichkeit kann aus der gewonnenen Losung auch auf die Verteilung 
der Geschwindigkeit, der Schubspannungen u. a. ingelaufigen praktisch interessanten 
hydrodynamischen Situationen geschlossen werden. Uber die Moglichkeit der Aus-
niitzung solcher Resultate fur die Modellierung von Riihrern (der Abschatzung der 
scheinbaren Viskositat eines durchriihrten Einsatzes) haben wir bereits friiher13 

berichtet. Erfolgreich verlief bei Anwendung der Analogie mit einem System konzen-
trischer Kugeln auch die Auswertung von viskometriischen Daten nicht-Newtonscher 
Flussigkeiten, die mit einem Brookfield-Eintauchviskosimeter14 vermessen wurden. 

VERZEICHNIS DER SYMBOLE 

D Invariante des Tensors der Deforma-
tionsgeschwindigkeiten 

/ Funktion, definiert durch die Gl. (16) 
K Konsistenzkoeffizient 
M Drehmoment 
n FlieBindex 
r Radialkoordinate (s. Abb. 1 c) 
R Halbmesser der rotierenden Kugel 
v„ Umfangsgeschwindigkeit 

r Gamma-Funktion 
t] Viskosilat der nicht-Newtonschen Fliissig-

keit 
6 Koordinate (s. Abb. 1 c) 
x geometrischer Simplex 
T Schubspannung 
(p Koordinate (s. Abb. 1 c) 
co Winkelgeschwindigkeit der Fliissigkeit 
Q Winkelgeschwindigkeit der rotierenden 

Kugel 
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